1%"** Maths

d’apres DS 2

Durée 1h30
Calculatrice autorisée en mode examen

Exercice 1 — QCM [10 points]

samedi 20 janvier 2024

Pour chaque question, donner la (ou les) bonne(s) réponse(s) parmi A, B, C ou D.

Total sur 20 points

N° Question A B C D
1 La fonction f est définie sur R par:
f0) =1-x° 2 -2 —1 1
Le taux de variation de f entre —2 et 0
est:

2 La tangente a la courbe de la fonction
f:x +— 2x% — 3 au point d’abscisse 2 y=8x—11 y=4x+3 8x—-6—-2y=0 y=4x—3
admet pour équation :

3 La tangente a la courbe d’une fonction
f au point A(—1; 2) admet pour , , , L'ordonnée a 'origine de
équation:y =3x +5. f'@2)=3 fl=D=3 fl-1=2 cette tangente est 5
On peut en déduire que :

4 Pour tout réel x :

g(x)=x*-2x+5 x3 x3 —3x? + 15x 3, x3
L’expression algébrique de g(x) peut g(x) = 3" x?+5x—1 | glo) = 3 g(x) = x° —x* +5x +2 glx) = 37 x* + 5x
étre :

5 Pour tout réel x : h(x) = —x? + x — 3.

Le coefficient directeur de la tangente a 11
la courbe de h au point d’abscisse % 4 0 -3 1
vaut :

6 Une fonction f définie et dérivable sur la courbe représentative de
R a pour fonction dérivée f’ définie par L est strictement , . admet une tangente
f'(x) = x? — x. On peut a];ﬁrmer que: f estnégative sur [0;1]. déc]rroissante sur [0;1]. f estcroissante sur sur R. ! horizontale en

deux points

7 La fonction f:x +— x* admet : - , une tangente horizontale | une tangente verticale au . .

un minimum sur R en zéro . . un maximum sur R en zéro
au point 0 point O
8 Une équation de la tangente a la
)z . _ 2 .
parabole d'équation y = x™ au point y = —a®+ 2ax y = a®+ 2ax y =—-a?+2a(x—a) y =2a+a*(x—a)

d’abscisse a € Rest :




9 Pour tout x + 2, on pose :
x+2 iy 3x—6—(x+2) , 1 , o —12 , 6x
Alors, pour tout x # 2,0na:
1 est la fonction définie sur R par
0|92 2 P g(0) =1 g1 =16 g(=1) =4 g(2) =49
g(x) = Bx + 1),
Alors ... et et et et
g'(0)=6 g =6 g'(-1)=-12 g'(2) =42

Exercice 2 [10 points] — Parabole, tangente et aire minimale
Partie A
On considere la fonction g définie et dérivable sur R* par:
(1+x2)?

gx) = ~ax
1. Montrer que, pour tout réel x, ona: 3x* + 2x2 — 1 = (x? + 1)(3x% — 1).
2. Vérifier que pour tout x # 0,ona:

(x2+1)(3x2—-1)

4x2

g'(x) =
3. Etablir le tableau de signes de g'(x).

Partie B
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 1 — x2 et Cr sa courbe représentative dans un repere orthonormé
du plan.

A est un point de Cr d’abscisse a telle que 0 < a < 1.
La tangente a Cr au point A coupe I'axe des abscisses en N et I’axe des ordonnées en M.
Quelle doit étre la valeur de a afin que I'aire du triangle OMN soit minimale ?




Corrigé

Exercice 1
Question A B C D
1 La fonction f est définie sur R par: A
f(x) =1 — x2. Le taux de variation
2 -2 -1 1
de f entre —2 et Oest:
2 La tangente a la courbe de la A
fonction f:x — 2x% — 3 au point
=8x—11 =4 8x—6—-2y=0 =4x —
d’abscisse 2 admet pour équation : y=8x Y x+3 x y y x=3
3 La tangente a la courbe d’une B
fonction f au point A(—1; 2) admet ’ 4e 3 origi D
’ PRI F(2)=3 F1(=1) =3 F1(=1) =2 L'ordonnée a 'origine de
pour équation: y =3x + 5. cette tangente est 5
On peut en déduire que :
4 Pour tout réel x : A
g (x)=x*—2x+5 B
L’expression algébrique de g(x) 3 3 2 D
. x x3 —3x?% + 15x x3
peut étre : g(x)=?—x2+5x—1 gx) = 3 gx) =x3 —x? +5x+2 g(x)=?—x2+5x
5 Pour tout réel x : B
h(x) = —x*+x-3
Le coefficient directeur de la _ E 0 -3 1
tangente a la courbe de h au point 4
1
d’abscisse S vaut :
6 Une fonction f définie et dérivable la courbe représentativede | B
sur R a pour fonction dérivée f’ f D
fini "(x) = x? — x. N i . admet une tangente
defmle par f'(x) = x* —x. On peut f est négative sur [0; 1]. . f e.St strictement f' est croissante sur sur R. ! 8
affirmer que : décroissante sur [0; 1] horizontale en
deux points
7 La fonction f:x +— x* admet : ) ) A
. , une tangente horizontale | une tangente verticale au . ,
un minimum sur R en zéro un maximum sur R en zéro B

au point 0

point O




8 Une équation de la tangente a la A
)z . 2 .
E?arssbc?iedfluﬁgfﬂ.y ~ ¥ aupomt y =—a®+2ax y = a® + 2ax y=—a*+2a(x—a) y=2a+a*(x—a)

9 Pour tout x + 2, on pose : C

x+2 , 3x—6—(x+2) , 1 , -12 , 6x
f0 =3¢ f10) =56y f09 =3 F'O=G—er F'O=G—er
Alors, pour tout x # 2,0na:

10 | g estlafonction définie sur R par A
g(x) = 3x + 1)2. g(0) =1 g(1) =16 g(=1) =4 g(2) =49 C
Alors ... et et et et D

g'(0)=6 g1)=6 g'(-1)=-12 g'(2) =42




Exercice 2

Partie A o (4x3 + 4x)(4x) — 4(x* + 2x2 + 1)
Pour toutx # 0 : g'(x) = (4x)2
(1 + x?%)? , 4[(4x3 +4x) x x — (x* + 2x%2 + 1)]
gx) = ——— g'(x) =
4x 5 4x X 4{ )
1. Montronsque:Vx € R, 3x*+2x2—1=(x*+1)(3x*-1) 9'(x) = (4x° + 4x) X x —z(x +2x% + 1)
4x
Méthode 1 (méthode « d’un membre vers I'autre ») , Ax* 4+ 4x% — x* —2x2 -1
Développons le membre de droite de I'égalité proposée : g'(x) = 4x2
(x* +1)(3x* = 1) , 3x*+2x2 -1
=3x*—x?+3x2-1 g'(x) = 4
=3x"+2x" -1 Or, on a montré que pour tout réel x :
On obtient finalement le membre de gauche de I'égalité proposée. 3x*+2x2 — 1= (x% + 1)(3x% — 1)
On a donc bien : Vx € R,3x* + 2x? — 1 = (x? + 1)(3x2 — 1). (x2+1)(3x% 1)
donc on a bien, pourtout x # 0: g'(x) =—————.
Méthode 2 (méthode « de la différence nulle ») 4x
3x*+2x2-1—-(x2+1)(Bx%2 -1 Méthode 2
=3x*+2x?—-1—-Bx*—x?+3x2-1) (1 + x2)?
=3x*+2x2—1— (3x* +2x2 - 1) Vx #0,9(x) =— —
=3x*+2x*—-1-3x*—2x%2+1 Déterminons d’abord I'expression dérivée de N:x = (1 + x?)2.
=0 Rappel : (u?)’ = 2u x u’
Pour toutréel x,ona:3x*+2x2—-1—-(x?+1)(Bx?-1)=0 u() =1+x2 u'(x) =2x
donc:Vx € R,3x*+2x2 —1=(x2+1)(3x%2 —1). N'(x) = 2(1 + x2) X 2x = 4x(1 + x?)
o , (x2+1)(3x%-1) Déterminons la dé’rivée d,e g:
2. Vérifions que, pourtoutx = 0: g'(x) = > uy' uv-—-v'u
4x Rappel : (—) =
Méthode 1 v v
Remarquons d’abord que, pour tout x # 0 : u(x) = (1 + x?)? u'(x) = 4x(1 + x?)
) = (1+x%)? 12420 + (*?)?  x*+2x*+1 v(x) = 4x v (x) = 4
G =" T 4x a 4x
W v — 'y 700 =4x(1+x2) X 4x — 4 % (1 + x?)?
Rappel : (;) = 17—2 (4X)2
) = 4(1+ xH)4x? — 41+ x)(1 + x?)
u(x) =x*+2x*+1 u'(x) = 4x3 + 4x g X = 4x X 4x
v(x) = 4x v (x) = 4 70 = 4(1+x*)4x? —4(1 + x*)(1 + x?)

4x X 4x



4(1 + x?)[4x? — (1 + x?)]

9@ = 4 x 4x7

ooy (A x?)(Ax? —1—x?)
g (x) - 4x2

oy I+ x)(Bx? - 1)
g (x) - 4x2

(x2+1)(3x%2-1)

donc on a bien, pourtoutx # 0: g'(x) = e

Etablir le tableau de signes de g'(x).
On a, pourtout x # 0:
(x2+1)(3x2—-1)

g'(x) = 222

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de g'(x) est celui de
son numérateur : (x* + 1)(3x2 — 1).

Or, pour tout réel x, x> + 1 > 0 donc le signe de g'(x) est celui de
3x*—1.0na:

3x!—-1=0o3x?=1 2—1@ _ 1 = L
x = x?% = x!=gex= |z oux=- |z

Remarqguons que :

1 V1 1 1xv3 3
3 V3 V3 3¢ 3
donc:
3 3
3x2—1=0=>x=? ou x =——

Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a 'extérieur de ses racines ».

On obtient finalement le tableau de signes :

© |G

g'(x) + - - +

Partie B

VX €ER,f(x) =1—x% A€C;, x4 =aavec0 <a< 1 Llatangentea Gy

en A coupe 'axe des abscisses en N et I'axe des ordonnées en M : quelle
doit étre la valeur de a afin que I'aire du triangle OMN soit minimale ?

cs/

Pourtout x € R, f(x) =1 —x*donc: f'(x) = —2x,d’ou f'(a) = —
La tangente a Cy au pomt A(a; ...) € Cr admet pour équation :
= f'(@)(x — a) + f(a) (cours)
y=—2a(x—a)+1—a2
y = —2ax + 2a® + 1 — a?
y=—-2ax+a*+1
esix=0,alors:y =y, = —2a(0)+a?+1=a%+1.

. 2 a?+1
esiy=20,alors: 2axy = a“+ 1donc:xy = (a#0)
a’+1
Onadonc:M(0;a? +1)etN 5 ;0 ).
Ona:
a’+1 (a?+1)x(a*+1
OM xON (a®+1) x—_ ( )Za( )
1
_(a2+1)2X1_(a2+1)2_
a 2a 2 4a =9(@)

L’aire du triangle OMN est donc minimale lorsque g(a) est minimal.
Le signe de g'(x) donne le sens de variation de g, donc il résulte du
tableau de signes de g'(x) que :



V3 V3
g\ sur O;? et g 7 sur ?;1

. V3
donc g admet un minimum sur ]0; 1], atteint en e (uniquement).

. - V3
Conclusion : I'aire de OMN est minimale lorsque a = 3

Complément
Cette aire minimale est :

o(2) () ol %

)= —

X3 3 3
_ 43 43

3xX3 9

4

3 43 4B 9 43 33



